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ABSTRACT 
Consider M,, the metabelian group with n generators (n E n\l *), and denote by c(M,) the minimal 
number of commutators required to express an arbitrary element of the commutator subgroup 
[M,,M,]. We prove the following inequalities: 
E(n/2) c c(M,) I n 
where E is the greatest integer function, and we study in details the case n=2 
Soit r un groupe et r’ son premier groupe derive, engendrk par les com- 
mutateurs. S’il existe un entier k tel que tout ClCment de r’ est le produit de k 
commutateurs, nous noterons c(T) le plus petit de ces entiers; dans le cas con- 
traire nous poserons c(T) = 03. 
Par exemple c(SL,(Z)) est infini, tandis que c(SL,(Z)) est fini pour nz 3 
([S]); citons aussi [4] qui donne des rksultats gCnCraux pour les groupes 1inCaires 
des anneaux commutatifs ainsi que de nombreuses rkfkrences. I1 est facile de 
verifier (voir par exemple [2]) que c(T) est infini pour les groupes libres (dif- 
fkrents de Z!). 
Nous Ctudions ici le cas des groupes m&abPliens libres, c’est-h-dire les 
quotients des groupes libres par leur second groupe dCrivC. Voici notre rhltat 
principal: 
THBORBME 1. Soit M,, (resp. Moo) le groupe mPtabt%en libre ti n (resp. une 
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infinitk dhombrable de) g&+rateur.s (n 2 2). A Iors: 
(i) c(Mz) = 2. 
(ii) E(n/2)rc(M,,)sn, ori E est la partie entihe. 
(iii) c(M,) = 03. 
COROLLAIRE. c(T) est fini pour tout groupe polycyclique r. 
Voyons tout de suite comment le corollaire rtsulte du theoreme. Les groupes 
polycycliques sont exactement les groupes resolubles dont les derives successifs 
r’, . . . ) r(P) = (pP- I,)1 sont de type fini. On suppose r”‘+ ‘) = { 1 > et on raisonne 
par recurrence sur p: par hypothese de recurrence c(r/rcp)) est fini. Par 
ailleurs rep-‘) est metabelien de type fini, done d’apres notre theoreme 
c(T(P- ‘)) est fini. On conclut en observant que c(T) est major6 par c(r/rcp)) + 
c(l-(p - ’ ‘) . 
REMARQUE. Ce corollaire est a rapprocher d’un resultat analogue con- 
cernant le genre des classes du deuxieme groupe d’homologie Hz(K Z) ([I, 
theoreme 2-21). 
La demonstration du theoreme occupe le reste de cet article. Nous 
commencons par majorer c(M,) (Q 1). Le $2 est consacre a l’etude de I$. 
Enfin, dans le 03 nous minorons c(M,). 
1. MAJORATION DEc(M,) 
Le groupe M, est defini comme quotient du groupe libre a n generateurs par 
son second groupe derive; on appellera u,, . . . , U, ses n generateurs naturels. 
11 agit par conjugaison sur le groupe abelien A4,!,. L’action de A4; sur lui-m&me 
est triviale, done l’anneau commutatif des polynomes de Laurent A,, = 
Z]U;, K’li=l,...,n opere aussi sur ML. Ces actions seront notees xe y 
et P. y (xe M,,, PE A,,, y EM;) et on adcptera la notation additive pour le pro- 
duit de MA. Par exemple on a les relations: 
(I) [y,x]=yxy_lx-‘=(I-x).y (XEM,,yEM;) 
(2) [~Y,zl=~*[Y,zl+[x,zl (X,Y,ZEJKzh 
L’egalite (2) montre que A4; est engendre, comme An-module, par {[Ui,Uj]; 
1~ i <js n}. On voit aussi que les elements du sous-groupe [MA, M,] sont de 
la forme 
(3) i (1 -z$). yj oil y;.SA4;. 
,=I 
Cela rtsulte de (1) et des identites polynomiales: 
l-XY=(l-Y)+(l-X)Y, l-x-i=-x-1(1-X). 
Nous pouvons maintenant majorer c(M,). Vu les relations (3) et 
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(4) ~~Y,zl=~~,zl+tY,zl+~~-~~~~Y,zl (&Y,Z~Mz) 
tout Clement y de Z@ se lake mettre sous la forme 
Y= ii, t”i9xil + j, C1 -“i) ’ Yi= i ([Yi, uil+ t”i,xil) CxiEMn, YiEML)* 
r=l 
Enfin, pour obtenir y comme produit de n commutateurs, il ne reste plus qu’a 
regrouper les termes par paires grace a l’identite 
[_Y,x][x,z] = [yz-l,iXz-‘]. 
En particulier c(M2) 5 2. 
REMARQUE. Dans le groupe libre engendre par u et u, l’element [u, olN est le 
produit de E(N/2)+ 1 commutateurs et pas moins (voir [2,3]). Par contre, ce 
qui precede montre que toute puissance [x, # (x, y EM,,, NE Z) est toujours le 
produit de deux commutateurs de M,, (faciles B expliciter). 
2. COMMUTATEURSDANSIW~ 
Dans ce paragraphe, nous etablissons un critere qui caracterise les commuta- 
teurs de M2. En fait, ce paragraphe et le precedent fournissent un algorithme 
pour ecrire chaque element de M; comme un produit explicite de commuta- 
teurs aussi court que possible. 
Soient u et u les generateurs de M2. Tout element y de M; est de la forme: 
y=P. [u,u] avec PeZ[fJ’*, V*l] 
et cette ecriture est unique. Pour nous en convaincre, choisissons deux reels A, 
p algtbriquement independants sur le corps des rationnels, et considerons la 
representation e de M2 dans le groupe des homotheties-translations de [R 
definie par e(u)(t) = It et &u)(t) =pt + 1. Le commutateur [e(u), e(u)] est une 
translation d’amplitude c# 0. L’image de P- [u, u] est la translation d’amplitude 
P(A, p)c. Si bien que P. [u, u] = 1 entraine P=O. 
Remarquons que y appartient a [M,,M;] si et seulement si P appartient a 
l’ideal de Z[U “, I/’ ‘1 engendre par 1 - U et 1 - I/. En d’autres termes P(1,l) 
represente la classe de y modulo [M2, M;]. 
Considtrons T= { ([, co) E C x C/I [ ( = lo/ = l}, Z(P) l’ensemble des zeros de 
Pdans T, et z(P)=Z(P)U ((1, l)}. F . alsons d’abord une remarque qui Cclairera 
le sens de notre theoreme. 
REMARQUE. Soient PE Z[ U”, I/“] et G un sous-groupe de T contenu dans 
p(P). Si G est fini, alors P(l, 1) est divisible par l’ordre de G. Si G est infini, 
alors P(l, l)=O. 
PREUVE. Si G est fini, associons a chaque polynome Q sa moyenne sur les or- 
bites de G, c’est-a-dire le polynome: 
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Q*(U ICI-’ C Q(CU,oO 
(C,W)EG 
On verifie immtdiatement que la moyenne de tout monbme Upv4 est soit 0, 
soit UpVq. 11 en resulte que Q* est B coefficients entiers. En particulier, 
P(l, l)= IGlP*(l, 1) est divisible par ICI. 
Si G est infini, alors Z(P) s’accumule sur (1, l), done P(1, 1) =O. 
THI~ORGME 2. Soit y = P. [u, u] un Plkment de Mi. Supposons que y$ 
[M2, M2)] (resp. y E [M2, M;]). Alors y est un commutateur si et seulement si 
z(P) contient un sous-groupe fini d’ordre IP(1, 1)l (resp. contient un sous- 
groupe h un paramktre de T). 
Les commutateurs sont done caracterises par le fait que Z(P) contient un 
sous-groupe de T aussi grand que possible. Voici quelques corollaires de ce 
theoreme. 
1. Si P(l, 1) = _Cl alors P. [u, o] est toujours un commutateur. 
2. Aucune puissance yk, oti y $ [M,,Mi] et kz 2, n’est un commutateur. 
En effet, Ccrivons y = P. [u, v]: si yk Ctait un commutateur, Z(W) contien- 
drait un sous-groupe de T d’ordre klP(1, 1)1. Comme Z(P) =Z(kP), l’entier 
klP(l,l)l diviserait IP(l,l)l ( remarque prectdant le theoreme 2), ce qui est con- 
tradictoire. 
3. En particulier [u, u12 n’est pas un commutateur, ce qui acheve de 
demontrer que c(M,) = 2. 
PREUVE DU THGOREME 2. Supposons d’abord que y est un commutateur: 
y=[~~~v~,/3~~v~], oh p,q,r,sEZ et a,fiEMi. 
On a alors ps- qr = P(1, 1). En effet, comme le crochet [,] est bilineaire 
modulo [M,,M;] (Eq. (4)), l’element y est congru a (ps-qr)[u, 01 modulo 
PhM;l. 
Soit G le sous-groupe des elements (c, a) de T solutions de cpoq = crcY= 1. 
Quand ps - qr est non nul, G est fini d’ordre I ps - qr I. Quand ps - qr est nul, 
G contient un sous-groupe a un parametre de T. 
Montrons que P([, o) = 0 pour tout Clement (i, o) de G autre que (1,l). 
Soit e la representation de M2 dans le groupe des isomttries affines de C 
definie par 
e(u)(r) = <z + 1 - W et e(u)(z) = wz + [- 1. 
Puisque cpoq = crcY = 1, les isometrics @(aupu4) et ~(Bu’u”) sont deux 
translations, done commutent: e(y) = id. Mais comme e(y) est une translation 
d’amplitude P( c, w)() [ - 11 2 + ) w - 1) 2), on a necessairement P(c, o) = 0. 
Pour etablir la reciproque, commeneons par le cas oh y $ [M2,M;]. Sup- 
posons que z”(P) contient un sous-groupe G d’ordre lP(1, l)(. Ce sous-groupe 
fini peut &tre dtcrit comme l’ensemble des solutions de [poq = us= 1, oti p, q, s 
sont trois entiers avec p et s positifs verifiant ps= IP(L 
Soit Q le polynome dtfini par [upuq, u”] = Q. [u, u]. D’apres le raisonnement 
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precedent, Q vaut ps en (1,l) et 0 en tout autre point de G. Done P- Q est nul 
sur G. 
Montrons maintenant que I’ideal de Z[U”, Y”‘] forme des polynomes nuls 
sur G est I’ideal engendre par 1 - UpV4 et 1 - Vs. Soit S un polynome de 
Laurent nul sur G. A un monome p&s, S est egal a un polynome usuel; effec- 
tuons la division euclidienne de S par 1 - WV4 dans l’anneau (Z[ V “])[U], 
puis la division du reste (a un monome pres) par 1 - VS; le nouveau reste R est 
congru a S modulo (1 - UpVq, 1 - V”) et s’ecrit 
C R;(WJi, ou R;EZ[ V] et degrC(R,)<s. 
Oc_l5P_ I 
Pour chaque w racine s-ieme de l’unite, les R,(w) (i=O, . . . ,p - 1) sont nuls car 
S(U,cu) admet p racines. Comme degrC(R,)<s, les R, sont nuls, i.e. R =O. 
I1 existe done ABE Z[U”, V&l] tels que: 
P=Q+A(l - V”)-B(l- UpVq) 
En d’autres termes, si l’on note (r =A . [u, u] et /3= B - [u, 01, on a d’apres les 
relations (1) et (2): y= [up04 v”] + [cz, u”] + [upuq,fl] = [aupoq, /lo”]. 
Dans le cas oh y E [M,,M;], on suppose que Z(P) fl T contient un groupe a 
1 parametre. 11 existe done deux entiers p,q tels que Z(P) contient l’ensemble 
des solutions de cpo9 = 1. On montre (comme plus haut) que I’idtal des 
polynomes de Laurent nuls en ces points est l’ideal engendre par I- UpVq. En 
particulier il existe AEZ[U*~, V&l] tel que P=A(l -Up Vq), d’oh y= 
[A. [u, 01, upu9]. 
3. MlNORATlON DE c(M,) 
Nous allons minorer c(M,) en nous ramenant a un probleme d’algebre 
lintaire, grace a la proposition suivante qui a son propre in&et: 
PROPOSITION. Soit M un groupe m&tabPIien libre. On note n;i=M/M’ son 
ab&anis& et A$(i@) la deuxi&ne puissance extPrieure de $8. Alors il existe un 
morphisme de groupes abtfliens M’ -A:(A) qui envoie [x, y] sur RAjJ 
(x>v EMI. 
Montrons tout de suite comment cette proposition entraine l’inegalite 
c(M,)zE(n/2), qui acheve la preuve du theoreme 1. Posons k=E(n/2); on a 
dans I’algebre exterieure de A?fn: 
qui est non nul, contrairement B la puissance k-ieme de toute somme du type 
c , I,~p ~iir\~; avec p< k. I1 faut done, d’apres la proposition, au moins k com- 
mutateurs de M,, pour decomposer [ut, uz][u3, u,] .*a [uZk_ t, u,,]. 
Soit maintenant le groupe metabelien libre M, engendre par {u;; ie N}. Ce 
qui precede montre que c(M,) = 03. 
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PREUVE DE LA PROPOSITION. Comme nous l’a fait remarquer J. Barge, la 
proposition peut s’etablir par des considerations cohomologiques. Nous avons 
choisi d’utiliser le plongement de Magnus (voir [7]), ce qui est bien nature1 
quand on Ctudie les commutateurs. 
Etant donne un ensemble d’indices I, considtrons l’algebre des series 
formelles a coefficients entiers en les indeterminees non commutatives Ui 
(ill). Le groupe libre L de base {ui; iE Z} admet un plongement a, dans le 
groupe des elements inversibles de cette algebre, plongement defini par: 
p(Ui) = 1 + Ui 
(voir [7, p. 3 lo]). Pour tout element x de L, on notera p(x) = 1 +X et Xck, la 
partie homogene de degre k (kr 1) de 1 +X: ainsi X(r, est l’abelianise K de x. 
Pour k=2 on a la relation: 
((1 +X)(1 + y)I(*)=x(2)+ qz)+q) y(I). 
Comme de plus X(t) = 0 si x E L’, l’application x --) Xc2, restreinte a L’ est un 
morphisme. Par ailleurs on verifie la formule: 
[l +x, 1 + Y] = 1 + i (-l)PQ(XY- YX)XP Yq, 
p,q=o 
en particulier 
[1 +X 1 + q2)=x(l)y(1)- Y(,)X(I). 
Ainsi la partie homogene de degre 2 definit un morphisme & de M’= L//L” 
dans 0 i rii, verifiant @([x, y] = ~7 - j%!. 
Le morphisme @ cherche est obtenu en composant G2 avec la projection de 
0; R sur A$ A et en divisant par 2. 
Quelques commentaires ’imposent. Le corollaire c(M_) = oa nous semble 
interessant pour deux raisons. 
Tout d’abord il y a une condition generale pour un groupe r qui implique 
c(T) = 00: c’est l’existence de certaines classes non nulles dans le deuxieme 
groupe de cohomologie bode de r (voir [2] pour les details); cette condition 
ne s’applique pas a M, car les groupes resolubles ont une cohomologie bornee 
triviale ([5] ou [6]). La preuve de c(M,) = 03 qui precede est done de nature 
differente. 
Par ailleurs tout groupe resoluble R (de type fini ou non) satisfait une 
propriett plus faible que c fini ([2]): si c(y) designe le nombre minimal de com- 
mutateurs pour decomposer un element y de R’, alors 
lim 
4YP) 
- =0 (VyeR’). 
P-m p 
Cette propriett est aussi reliee a la cohomologie bornee. 
La question qui semble interessante maintenant est de decider si c(T) est fini 
ou non pour les groupes resolubles (ou m&me moyennables) de type fini. 
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